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Definition 1. Eine Funktion g : [a,b] — R heifit von beschrinkter Variation (v.b.V.) auf [a,b],
wenn ein M > 0 existiert, s.d. fir jede Zerlequng Z = {x}}_, von [a,b] stets Folgendes gilt:

Vg, 2) = lg(zx) — g(zr_1)| < M
k=1

Sei

V) (9) = sup V(g, 2)
Z Zerlegung von [a,b]

die Totalvariation von g auf [a,b] und auflerdem BV]a,b| die Menge der Funktionen von
beschrinkter Variation auf |a,b].

Satz 2. BV|a,b| ist eine Unteralgebra von der Menge der beschrinkten Funktionen Bla,b] und fir
Vf,g € BV]a,b| gilt:

1 fllso < | f (@) + VE(S)
2. VX(f+9) <VE()+ Vi)

3. Va(f - 9) < If1Va(9) + llglloc V' (f)

Beweis. Sei x € [a,b]. Per Definition gilt f(a) — f(z) < V2(f). Da auBerdem

[f(@)] = |f(a)| < |f(a) — f(2)] gilt, folgt |f(x)| < |f(a)| + V5 (f) und damit BVa,b] C Ba,b].
Aus der Linearitit folgt, dass auerdem Ve € R: ¢ f € BV[a,b] und V2(c- g) = |¢|V.2(g).

Sei Z = {x1}}_, eine beliebige Zerlegung des Intervals. Dann gilt folgende Abschétzung:

D+ 9)@r) = (F+ 9 an-0)l <D If (k) = flar-)l+ D lg(er) — g(ar))|
k=1 k=1

k=1
<V2(f)+ V29 = f+geBVab

Diese Rechnung zeigt insb. auch (2.).
Betrachten wir nun das Produkt fg zweier Funktionen von beschréinkter Variation:

[f(@r)g(zr) — fler-1)g(er-1)| = [f(@r)g(xr) —f(@r)g(@re) + f(@r)g(@r—1) —f(2p-1)9(zp-1)|

=0




[f (@)l lg(ex) = g(en—1) |+ [9(zr1)] - |f(2r) = F(@r-1)] < [ flloolg(@r) — 9(r-1)[ + lglloc| f (2x) — f (2—1)]
Es folgt

Y1 @r)g(er) = flar-1)g(@a-1)] < || flloo(g(zr) = g(xn-1)) + lglloo(f (2x) = f(ar-1)).

k=1
Daher folgt (3.) und fg € BV]a, b). O

Bemerkung. Aus dem obigen Beweis folgt, dass ||f||py = V'f eine Halbnorm auf BV ist. Insb. ist es
eine Norm auf {f € BV]a,b] : f(a) =0}, da nun || - |pv auch die Definitheit erfillt.

Beispiele auf [0, 1]
Beispiel. Polynome sind in BV]0, 1]

Beispiel.

ist nicht in BV[0,1].
Satz 3. 1. Tla,b] C BV]a,b)
2. Jede monotone Funktion f : [a,b] — R ist in BV [a,b]

3. Sei f € L'a,b] und F(z) = [ f(t)dt. Dann ist F € BV[a,b] und es gilt

b
VOF = / ().

Beweis. 1.:
Nach dem vorherigen Satz reicht es zu zeigen, dass Indikatorfunktionen in BVia, b] sind. Fiir diese gilt:

Vi) < 2.

2.:
Fiir eine Zerlegung {x}}_, von [a, b] gilt fiir eine monoton (0.B.d.A. wachsende) Funktion f:

S O If@r) = Flae—1)l = Y _ flan) — flar—r) = f(b) — fla) <
k=1
3.1: VIF < f;|f\dt:

> |F(xk) = F(zp- \_

k=1
3.2: Gleichheit fiir f € C%[a, b]:

/fdt

<Z/I“ £)[dt = /|f )\dt



Sei f € C[a,b]. Dann gilt:

n

ST IF (k) = Flap-n)] N £(G) (@ — 2a)|
k=1

k=1

b
= [ @)
3.3: Gleichheit im Allgemeinen:
Sei nun f € L£1[a, b]: Fiir jedes € > 0 wiihlen wir ein g € C°[a, b] mit

Fir |z; —zj_1| — O:

If =gl <e€/2.
Dies funktioniert, da C°[a, b] dicht in £![a,b] ist. Sei nun G(z) == [ g(t
. b +V2G und A
ver— [isd QG{ + gz — 1711z

Dann folgt mit der inversen Dreiecksungleichung;:
b 31 b
SVAE=G)+llg =l 2 [ 17@) ~ gla)ldo+e/2 =
Beweis. Polynome sind auf [0,1] v.b.V.
Sei p(x) = Y_}_y agz®. Dann ist p € BV [a,b] und

1
Vi (p) = / 1P (2)da] < 1+ |[p]]os < o0

zsin(2) ist auf [0,1] nicht v.b.V.

Vo) 2 V(. Zn ka—&— k7r—f
2

Ubung. Fiir welche a,b € Ry ist z%sin(x~?) € BV[0,1]?

Satz 4. Sei f € BV]a,b] und a < ¢ <b. Dann sind f|4.q, fljcp von beschrinkter Variation und
Vof =Vif + Vi f

Beweis. Sei Z = (xy,)}_, eine Zerlegung von [a,b] und 0.B.d.A. ¢ = z, € Z. Dann gilt:

S @r) = flar-)l =Y 1) = flae-D)l+ D 1f(z) = flae—1)| S VEF+VES
k=1 k=1

k=r+1



Ebenso existieren Zerlegungen Z1 := (x1),L, von [a,c] und Z; == (yx);2, von [c, b] s.d.:

ST (an) = Flar-)| > VEF —¢/2
k=1

und
na

S 1F ) = flye—1)l > VEF —€/2

k=1
Daher gilt dann fiir Z = Z; U Z»

n1+n2

ST Nf(n) = Flae )| ZVEF+Vf—e = VEF2VifF+V2f
k=1

Insb. folgt, dass V.¢f, VP f endlich sind.

0 T=a
VEf a<z<b '
Ist f (links-, rechts-) stetig in x*, so auch V.

Satz 5. Sei f € BV]a,b] und V(z) = {

Beweis. Sei 6 s.d. o* —x <6 = |f(2*) — f(2)| < €/2. Fiir eine Zerlegung Z := (x1)}_, s-d.

Ty — Tp—1 < 0 und
n

V) =Y 1 (@) = Flara)] < /2

k=1
gilt:

n—1

VI L =) ) = flaror)l <€ = V(@*) = V(1) <e
k=1

Den Fall z* < z beweist man analog und die Aussage folgt.

Satz 6. Genau dann ist f : [a,b] — R v.b.V. wenn es monotone Funktionen f1, fa :

f=h-1r.
Ist f stetig, so konnen auch fi1, fo stetig gewdhlt werden.

Beweis. —:
Sei f € BV][a,b] und fi(z) := V¥ f. Dann ist f; monoton, denn fiir 1 < zo gilt:

Vo (f) = V() + VE () + Vi (f)

— fl(xl) = Vaxl(f) < Vaxl(f) + V:cx12(f> = VaIQ(f) = f1(332)
Sei nun fo = f1 — f:

fo(22) — fa(z1) = fi(22) — f(z2) — fi(z1) + f(21) >0,
da

Vit (f) +f (we) — 1) S VEH(S) + [f(w2) = fla)] < Va2 (S)
——

———
=f1(z1) =f1(z2)

O
[a,b] — R gibt s.d.



D.h. f, g sind monotone Funktionen und per Definition gilt f1 — fo = fi — (f1 — f) = f.
—:
Seien 0.B.d.A. f1, fo monoton wachsend. Nach Satz 3 sind sie dann auch v.b.V. und daher nach Satz 2

auch f1 — fo = f.
Die Stetigkeitsaussage folgt aus Satz 5. O

Satz 7. Funktionen von beschrinkter Variation sind integrierbar und fast tberall differenzierbar.

Beweis. Nach Satz 6 lassen sich solche Funktionen als Differenz zweier monotoner Funktionen
darstellen. Diese sind auf [a, b] integrierbar und nach Lebesgue f.ii. differenzierbar. O

Satz 8 (Fatou). Sei (fn)nen eine Folge nicht-negativer Funktionen, welche auf einer Menge A
p-integrierbar sind und zusdtzlich

/Afn(w)dﬂ <M

erfillen. Wenn diese Funktionen f.1i. gegen eine Funktion f konvergieren, so ist auch f p-integrierbar

auf A und
[ s

Beweis. Beweis in [KF70] im Kapitel Integration (Unterkapitel Further properties of the Lebesgue
integral (Theorem 3)). O

Satz 9. Sei F : [a,b] — R monoton wachsend. Dann ist F' € L']a,b] und es gilt

/ "t < F(5) - Fla)

Beweis. Sei

dabei erweitern wir F' s.d. fir b+ 1> ¢ > b: F(t) = F(b). Per Definition gilt dann
F'(t) = lim ®,(t) f.i. auf [a,b].

n—o0

Da F € L!]a,b] ist auch ®,, integrierbar, dann folgt:

/ab D, (t)dt = n/ab <F (t + :L) - F(t)> dt =n (/:: F(t)dt — /abF(t)dt>

Da F monoton wachsend ist und fiir t > b : F'(t) = F(b) folgt:

b+1 at
=n (/ F(t)dt — / F(t)dt) < F(b) — F(a).
b a

Die Aussage folgt dann aus Satz 8. O



Beispiel (Cantorsche singuléire Funktionen: “Devil’s staircase”). Sei Co = [0,1],Cy = [0,3] U [3,1]
und sei Cp, durch C,_1 so definiert, dass man fiir jedes Intervall von Cy_1 das mittlere Drittel entfernt.
Dann ist C' = ﬂnzo C, die Cantormenge und wir bemerken, dass die Linge der Intervalle von Cy, (%)n

ist. Sei dann o~
fe)=["(3) - te.var

Man sieht, dass fiir alle n € N : f,,(0) =0 und f,(1) =1 gilt. Des Weiteren sind die f, stetig, konstant

auf [0,1] \ Cp, und affin auf C,, mit einer Steigung von (g)n und daher insb. monoton wachsend. Sei I

3
eines der Intervalle von C,,. Dann ist

/I@)n.ncn(t)dt:/I<3>n+1.10n+1(t)dt:2n_

Daher gilt fp41(x) = fo(x) fir x ¢ C,. Da C abgeschlossen ist gibt es fir x ¢ C ein offenes Intervall in
C® =, Cs. Insb. gibt es ein N € N s.d. fir allen > N x € C; und fn(x) = fn(x). Die Folge
konvergiert also punktweise auf C°.

Auferdem gilt fiir b ein Endpunkt einer der Intervalle von Cy:

[ i [ (3" toom

Sei I = [a,b] > = wieder ein Intervall in C,,. Dann folgt:

T /3 n 3 n+1 x /3 n 3 n+1
o) =t = | [ (3) 10~ (3) tema= | [ (3) 1ew-(3) iemon
3 n 3 n+1
<2> : ]]'Cn (t) - <2> : ]]‘Cn+l(t)

L) s () oo
(-

Nun ist fiir t aus dem ersten oder dritten Drittel von [a, b]
3 n
- <2> .

() 0= ()
3

und fir t aus dem zweiten Drittel
Die Differenz auf dem Intervall (von Léinge 37™) kann also gegen (§)n+1 abgeschdtzt werden und daher

3 n 3 n+1
<2> : ]]‘C'n. (t) - <2> ' ]lCn+1 (t)
konnen wir das obige Integral durch 3= (%)nH abschitzen. Es folgt fir x € Cy:

.97 < 9Tt

N W

[fn(2) = fria(z)] <

Insb. gilt diese Abschitzung dann fir alle x € [0,1] und f,, ist cauchy.
Wir wissen also Folgendes tiber f:

glm.

o fn—f




o [ ist stetig

o Vr e C°: f'(x) =0 und C ist eine Nullmenge bzgl. Lebesque.
e f(0)=0

e f(1)=1

Insb. zeigt f also, dass im vorherigen Satz im Allgemeinen keine Gleichheit gilt!

Vorbereitung fiir den ndchsten Vortrag

Satz 10. Sei X ein metrischer Raum. Dann sind dquivalent:
1. FEs gibt eine abzdihlbare dichte Teilmenge A C X.

2. Es gibt abzihlbar viele offene Teilmengen U, C X s.d. fiir V C X offen und x € V, ein n mit
x €U, CV existiert.

Beweis. 1 = 2

Wihle U, i, := Ba(%) fir ke Nund a € A.

2 = 1:

Wihle fiir n € N ein bel. a € U, und damit A := {a,, : n € N}. O

Definition 11. Wenn ein metrischer Raum X eine der dquivalenten Bedingungen erfillt, so heifit X
seperabel. Manchmal werden auch die Formulierungen

e X hat eine abzdhlbare Basis der Topologie ((U,)nen)
e X erfiillt das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom
benutzt.
Beispiel. Beispiele fiir seperable Rdume sind:
e Q
o R”
o LY(R)
Satz 12. Sei X ein seperabler metrischer Raum und Y C X. Dann ist auch Y seperabel.

Beweis. Seien (U, )nen die Basis aus der zweiten Bedingung. Dann ist die Menge der V,, := U,, NY eine
Basis von Y. ]

Definition 13. Ein metrischer Raum X heifit Lindelof-Raum, wenn jede offene Uberdeckung (Us)icr
von X eine abzdihlbare Teiltiberdeckung besitzt.

Bemerkung. Jeder diberdeckungskompakte Raum ist ein Lindeldf-Raum.

Satz 14. Jeder seperable metrische Raum ist ein Lindeldf-Raum.



Beweis. Sei (Up)nen wieder die Basis der Topologie von X und (V;);c eine offene Uberdeckung. Sei
A={neN|3i,el:U,CV,,} Dannist (V;,)neca eine abzéhlbare Teiliiberdeckung, da es fir z € X
ein k € I mit x € Vi geben muss. Da V}, offen ist, muss es dann auch ein U; mit

relU CV

geben. Doch dann ist [ € A und damit U; C V;, = z € V;,. Damit wurde eine abzéhlbare
Uberdeckung gefunden. O

Bemerkung. Damit ist also jede Teilmenge Y C R"™ als metrischer Raum seperabel und ein
Lindelof-Raum.

Bemerkung. Die Struktur dieses Vortrags basiert auf [Les03]. Die Beweise stammen aus [Les03],
[KF70] und [Kem] (Beweis und Konstruktion: Devil’s staircase), wurden jedoch teilweise etwas
ausfihrlicher aufgeschrieben. Fir einen kurzen und anschaulichen Beweis der Ubung verweise ich auf

[zha].
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